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任意槽形光栅衍射特性的矢量理论分析与计算

樊叔维
(中国科学院长春光学精密机械与物理研究所应用光学国家重点实验室, 吉林 长春　130021)

摘要: 根据麦克斯韦基本方程组,推导了描述任意槽形光栅衍射特性的矢量理论分析方法——严格的耦

合波方法,该方法可用来分析具有任意面型函数光栅在 T E , TM 两种偏振模式的平面波入射下的光栅

衍射特性。文中讨论了偏振状态及光栅结构参数对几种典型槽形光栅衍射场的影响。
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1　引　　言

　　介质表面浮雕光栅在量子电子学,集成光学,

以及全息摄影技术等领域的广泛应用[1- 2 ] , 引起

了研究人员对其衍射特性研究的极大兴趣。在研

究任意面型函数的光栅衍射的实际问题中,最先

提出了积分方法[3- 4 ] , 但由于积分方法数学模型

极其复杂,算法不宜实现,且受到当时计算机内存

及速度的限制,使该方法的推广应用受到限制。于

是研究人员提出了数学模型简单,便于计算的微

分方法[1 ] [5 ] ,并得到了广泛的应用[6- 7 ]。微分法在

进行数值处理时,需要非常精确,稳定的算法,这

些算法使程序变得复杂,而且有些算法在计算较

大深度的光栅衍射特性时,会出现不收敛的现象。

耦合波方法是 80 年代提出的一种严格的矢量理

论分析方法[8- 11 ] ,它将光栅区域内的电磁场作空

间谐波展开,通过不同区域边界的电磁场边界匹

配条件得到一组无限维耦合微分方程组,采用一

定的数学方法求得光栅电磁场衍射问题的精确

解。它已被广泛应用于光栅结构的分析与设计中。

2　理论分析

　　求解光栅衍射场的矢量理论的一般方法就是

求解在入射区域,光栅区域以及透射区域内满足

电磁场边界条件的麦克斯韦基本方程组的解。利

用耦合波方法求解任意面型函数的光栅的电磁场

衍射边值问题时,它主要包括三个步骤: 1)将光栅

分为许多薄层,所分层数应足够近似光栅实际的

面型函数; 2)每个光栅薄层内的电磁场通过严格

的耦合波方法确定; 3)在不同区域边界面上及光

栅薄层之间运用电磁场边界匹配条件,通过一定

的数学方法求得各级衍射波的振幅及衍射效率。

在处理光栅各薄层之间电磁场量相互匹配的条件

时,会导致数值不稳定问题,本文介绍的严格的耦

合波方法,对透射矩阵进行了一定的数学处理,避

免了计算过程中出现数值不稳定问题。

F ig. 1 　 Geom etry fo r the b inary phase grating

diffract ion p rob lem

本文分析的任意面型函数浮雕光栅的衍射问

题如图 1所示。一平面波以入射角Η入射,则光栅

将产生各级反射波及透射波,如图 1所示。反射区

域及透射区域的介电常数分别为 Ε1, Ε2 ,光栅区域

包含了两种介质的周期分布,其介电常数为一周

期函数, 故可将介电常数用傅立叶级数展开:

Ε(x , z ) = Ε(x + + , z ) = ∑
∞

i= - ∞
Εi (z ) exp (J 2Πiö+ x ) ,

式中 Εi (z ) 为光栅区域内介电常数的第 i级傅立

叶系数,它为光栅深度的函数。
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F ig. 2 　 T he n th p lanar grat ing resu lt ing from the

decompo sit ion of the surface2relief grat ing in to

N th in gratings

将光栅分为N 层薄层的第 n 层光栅如图 2

所示,第 n 层光栅的深度为 d n。则每一个薄层光

栅的介电常数为一周期函数,可用傅立叶级数展

开为:

Εn (x ) = ∑
∞

i= - ∞
Εn, iexp ( j 2Πiö+ x )

式中 Εn, i 为第 n 薄层光栅介电常数的傅立叶级数

的第 i级系数,它是一个常数。

2. 1　T E 偏振

对于 T E 偏振,电场矢量平行于刻槽方向,入

射平面波的波长为 Κ,在入射区及透射区,介电常

数为常数,可以直接求得在这两个区域内的电场

分布为:

E 1 = exp [ - j (k 0x x - k 0z z ) ] +

∑
∞

i= - ∞
R iexp [ - j (k ix - k 1z iz ) ] (1)

E 3 = ∑
∞

i= - ∞
T iexp {- j [k ix - k 3z i (z - d ) ]} (2)

其中: k 0x = k 0 Ε1 sinΗ; k 0z = k 0 Ε1 co sΗ; k 0 =

2ΠöΚ; Κ为自由空间光波长。
k i = k 0x - ik 0Κö+; k i 为第 i 级衍射波矢的 x

分量。

k 1z i =
(k 0 Ε1 ) 2 - k i

2
1ö2

k 0 Ε1 > k i

- j k i
2 - (k 0 Ε1 ) 2

1ö2

k 0 Ε1 < k i

;

k 1z i为入射区域第 i级衍射波矢的 z 分量。R i为第

i级反射衍射波的振幅;

k 3z i =
k 0 Ε2

2

- k i
2

1ö2

k 0 Ε2 > k i

- j k i
2 - (k 0 Ε2 ) 2

1ö2

k 0 Ε2 < k i

k 3z i为透射区域第 i级衍射波矢的 z 分量。T i为第

i级透射衍射波的振幅;

在光栅区域,第 n 薄层电场,磁场可以表示为

空间谐波的傅立叶级数展开:

E n, 2y = ∑
∞

i= - ∞
V n, i (z ) exp (- j k ix ) (3)

V n, i (z ) 为第 n 层第 i 级电场空间谐波的振幅; 　

　H n, 2x = - j Ε0öΛ0∑
∞

i= - ∞
U n, i (z ) exp (- j k ix )

(4)

U n, i (z ) 为第 n 层第 i级磁场空间谐波的振幅;

在第 n 层光栅区域,场振幅必须满足麦克斯

韦基本方程组:
5E n, 2y

5z
= j ΞΛ0H n, 2x

　
5H n, 2x

5z
= j ΞΛ0E n, 2x +

5H n, 2z

5z
(5)

将 (3) , (4)式代入 (5)经过一系列数学推导,得到

第 n 层光栅区域的一组耦合波方程:

52V n, i

5z 2 = k iV n, i - k 2∑
∞

n= - ∞
Εn, i- nV n, n (6)

该耦合波方程采用本征值法求解如下:

V n, i (z )

= ∑
m

w n, lm {cn,m 1exp [ - k 0qn,m (z - D n + d n) ]

+ cn,m 2exp [k 0qn,m (z - D n ]}

U n, i (z ) =

∑
m

sn,m 1{- cn,m 1exp [ - k 0qn,m (z - D n + d n) ]

+ cn,m 2exp [k 0qn,m (z - D n) ]}

D n - d n < z < D n,D n = ∑
n

l = 1
d l (7)

上式中, qn,m 为本征值; w n, lm 本征值 qn,m 对应的本

征矢量的第 l个分量; S n, lm = w n, lm qn,m ; cn,m 1, cn,m 2

为待定系数,由边界条件来确定如下:在入射区域

与第 1薄层光栅的边界面上,有:

∆i0 + R i = V 1, i (0)

j [k 0z - k 1z iR ] = - k 0U 1, i (0)
(8)

在第N 薄层光栅与透射区域的边界面上,有:

T i = V N , i (d )

j k 3z iT i = - k 0U N , i (d )
(9)

在第 n 薄层光栅与第 n - 1薄层光栅的边界面上

有:

∑
m

w n- 1, lm [cn- 1,m lexp (- k 0qn- 1,m d n) + cn- 1,m 2 ]

= ∑
m

w n, lm [cn,m l + cn,m 2exp (- k 0qn,m d n) ]

∑
m

sn- 1,m 1 [cn- 1,m 1exp (- k 0qn- 1,m d n) - cn- 1,m 2 ]

= ∑
m

sn, lm [cn,m 1 - cn,m 2exp (- k 0qn,m d n) ]

(10)

　　由方程组 (8) - (10)可以求得 cn,m 1, cn,m 2 , 及
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R i, T i。则反射区及透射区的各级衍射波的衍射

效率为:

ef f ri
= ûR iû 2R e k 1z iö(k 0Ε1ö2

1 co sΗ) ; ef f ti

= ûT iû 2R e k 3z iö(k 0Ε1ö2
1 co sΗ) (11)

对于完全透明介质,不考虑吸收损耗,则各级次的

衍射效率总和应为 1,即有:

∑
∞

i= - ∞
ef f ri

+ ef f ti = 1 (12)

直接由方程组 (8)～ (10)求解 R i, T i ,不会有任何

数值不稳定问题出现。但是,当光栅区域分层很

多,即N 很大作实际计算时,计算时间将非常长,

因此必须采取措施提高计算效率。透射矩阵方法

可以用来提高计算效率,并通过一定的数学变换

克服该方法带来的数值不稳定问题。由方程组

(8)～ (10)可知,通过薄层光栅的系数之间存在的

递推关系,以矩阵形式,可以推出:

∆i

j ∆ik 0x ök 0

+
I

- j k 1z iök 0

R　　　

= 0
N

n= 1
　

W n W nxn

Sn - S nxn

W nxn W n

S nxn - S n

- 1 I

j k 3z iök 0

T

(13)

方程 (13)中矩阵求逆时,会带来数值不稳定问题。

因此,在实际应用时,做如下数学变换:

W nxn W n

S nxn - S n

- 1

=
xn 0

0 I

- 1 W n W n

S n - S n

- 1

(14)

令 f N + 1 = I , gN + 1 = jY ,其对角线元素为 k 3z iök 0

矩阵。对第N 层及第 n 层薄层光栅,令:

aN

bN

=
W N W N

SN - SN

- 1 f N + 1

gN + 1

;

an

bn

=
W n W n

S n - S n

- 1 f n+ 1

g n+ 1

(15)

并对矩阵 T 做数学变换: T= a
- 1
N xN TN

将上述变换代入方程 (13)中,通过薄层光栅

系数之间存在的递推关系,可以非常简洁地求得

R i, T i ,避免了数值不稳定问题,具体推导过程略

去。

对于 TM 偏振, 可进行类似处理, 具体求解

步骤,不再赘述。

3　数值计算

　　应用严格的矢量理论方法——耦合波方法,

对于入射光为 T E 偏振光与 TM 偏振光,分别计

算了不同面型函数光栅,在不同的的入射光波参

数及光栅参数情况下,各级衍射光的衍射效率的

变化。本文计算的光栅的面型函数分别为正弦型,

三角型,锯齿型,以及阶梯型。图 3给出了 T E 偏

振下入射角对正弦型槽光栅衍射特性的影响,并

将计算结果与文献[ 6 ]的计算结果进行了比较,二

者相当吻合。

F ig. 3　D iffraction efficiency as a function of incidence

angle fo r a lo ssless sinuso idal su rface2relief

grat ing. T E po larizat ion (+ = 0. 6Κ, d= 0. 6Κ, n1

= 1, n3= 2)

F ig. 4　D iffraction efficiency as a function of incidence

angle fo r a lo ssless triangu lar su rface2relief

grat ing. T E po larizat ion (+ = 0. 6Κ, d= 0. 4Κ, n1

= 1, n3= 2)

F ig. 5 　 D iffraction efficiency as a function of

incidence angle fo r a lo ssless triangu lar su rface2relief

grat ing. T E po larizat ion (+ = 1Κ, d= 10Κ, n1= 1, n3= 2)

图 4,图 5 给出了三角型槽光栅在光栅深度

分别为 0. 4 倍及 10 倍波长时在不同的入射角下

71期　　　　　　　　　　　　樊叔维: 任意槽形光栅衍射特性的矢量理论分析与计算　　　　　　　　　　　　　　



各级衍射波衍射效率的变化曲线,从该两图可以

看出,本文给出的算法在光栅浅槽及深槽时,均能

给出稳定而收敛的结果,避免了一般算法在深槽

光栅时易出现的不稳定问题。

F ig. 6　D iffraction efficiency as a function of grat ing

param eters fo r a lo ssless triangu lar su rface2relief grat ing.

T E po larizat ion (Η= 0, n1= 1, n3= 2)

F ig. 7　D iffraction efficiency as a function of grat ing

param eters fo r a lo ssless sinuso idal su rface2relief grat ing.

T E po larizat ion (Η= 0, n1= 1, n3= 2)

F ig. 8　D iffraction efficiency as a function of grat ing

param eters fo r a lo ssless saw too th surface2relief grat ing.

T E po larizat ion (Η= 0, n1= 1, n3= 2)

F ig. 9　D iffraction efficiency as a function of grat ing

param eters fo r a lo ssless symm etric sta irstep surface2
relief grat ing. T E po larizat ion (Η= 0, n1= 1, n3= 2)

F ig. 10 　D iffraction efficiency as a function of

grat ing param eters fo r a lo ssless symm etric sta irstep

surface2relief grat ing. T E po larizat ion (Η= 0, n1= 1, n3=

2)

图 6～图 10给出了光栅结构参数: 光栅深度

及光栅周期对透射区- 1级衍射效率的影响,图 6

～图 10 对应的光栅面型函数分别为: 三角型,正

弦型,锯齿型,二级对称阶梯型以及二级不对称阶

梯型。图 3～图 10中,入射光波为 T E 偏振。从图

中可以发现,衍射效率随光栅深度的变化呈有规

律的周期性变化,而衍射效率随光栅周期的变化

又与光栅深度的大小密切相关,当光栅深度较小

时,衍射效率在光栅周期大于 5 倍的波长时即趋

于稳定值;而当光栅深度较大时,衍射效率在光栅

周期大于 10倍的波长时才逐渐趋于稳定值。
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F ig. 11 　D iffraction efficiency as a function of

incidence angle fo r a lo ssless triangu lar su rface2relief

grat ing. TM po larizat ion (+ = 0. 6Κ, d= 0. 4Κ, n1= 1, n3=

2)

F ig. 12 　D iffraction efficiency as a function of

incidence angle fo r a lo ssless triangu lar su rface2relief

grat ing. TM po larizat ion (+ = Κ, d= 10Κ, n1= 1, n3= 2)

图 11～图 13 中, 入射光波为 TM 偏振。图

11,图 12对应图 4,图 5,给出了在 TM 偏振下,三

角型槽光栅在光栅深度分别为 0. 4 倍及 10 倍波

长时在不同的入射角下各级衍射波衍射效率的变

化曲线。由各图对比可以看出,对不同的偏振状

态,入射角对衍射效率的影响变化很大。

F ig. 13　D iffraction efficiency as a function of grat ing

param eters fo r a lo ssless sinuso idal su rface2relief grat ing.

TM po larizat ion (Η= 0, n1= 1, n3= 2)

图 13 对应于图 7,给出了在 TM 偏振下, 正

弦型槽光栅的光栅结构参数对透射区- 1级衍射

效率的影响。对比这两个图,可以看出,对不同的

偏振状态,光栅结构参数对衍射效率的影响相似,

即衍射效率随光栅深度的变化呈有规律的周期性

变化,而且衍射效率随光栅周期的变化又与光栅

深度的大小密切相关。其他几种槽形光栅在入射

光 TM 偏振下的计算结果因篇幅所限未附。

4　结　　论

　　通过数值计算,可以发现,在不同的偏振状态

下,采用严格的耦合波理论,可以简便,有效地求

解不同面型函数的光栅衍射特性的问题。利用本

文给出严格的耦合波方法,计算中从未发生过数

值不稳定问题,表明该方法是一种稳定,有效的矢

量理论分析方法。本文对几种典型槽形光栅衍射

场进行了计算,计算结果表明,入射光的方向,光

栅的结构参数对光栅衍射特性产生不同的影响。
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Ch inese A cad em y of S ciences, Chang chun 130021, Ch ina)

Abstract: Based on the M axw ell equat ion and the boundary con t inu ity of electrom agnet ic f ield , the

vecto r theo ry analysis m ethod - the rigo rou s coup led2w ave analysis techn ique fo r describ ing the

diffract ion of electrom agnet ic w aves by any shape p rofile gra t ings fo r bo th T E and TM po lariza t ion is

p resen ted. Fo r any shape p rofile gra t ings , the dist ribu t ion of d iffract ion eff iciency w ith T E and TM

po lariza t ion are given. T he effect of gra t ing structu re param eters, inciden t angle and po lariza t ion on

field is invest iga ted.

Key words: d iffract ion; d ielectric gra t ing; coup led2w ave theo ry
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